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概要
A.Kitaev はハニカム格子における量子力学のエネルギー関数をパウリのスピン作用素を、用
いたハミルトニアンの固有値として構成した。本講演では一般次元のダイヤモンド格子における
エネルギー関数を、Kitaevモデルを拡張して構成する。特に、基本グラフの概念を用いてモデル
を構成する。次に、一般次元のダイアモンドのエネルギー関数あたるものを離散フーリエ変換を
用いて一般化した Kitaev モデルから計算する。このモデルはマヨラナ作用素から構成したハミ
ルトニアンの固有値として記述される。

1 導入
Kitaev [2] では, ハニカム格子上のスピン 1

2
系についての統計力学モデルを記述する. ハニカ

ム格子は 2 次元平面上で実現される結晶格子であり, 頂点に接続する 3 辺の方向を x, y, z で表
す. Kitaevモデルのハニカム格子のハミルトニアン H は Pauliのスピン作用素 σx

i , σ
y
i , σ

z
i を用

いて以下のように記述される (図 1).

H = −Jx

∑
x−link

σx
i σ

x
j − Jy

∑
y−link

σy
i σ

y
j − Jz

∑
z−link

σz
i σ

z
j , (i, j は各頂点の添字を表す)

このとき, ハミルトニアン H の固有値 ξ(q)は以下を満たす (図 2).

ξ(q) = ±|f(q)|.

f(q) = 2(Jxe
√
−1(q,α1) + Jye

√
−1(q,α2) + Jz)

また, Kitaevモデルを用いた 3次元ダイアモンドは S. Ryu[7] により研究されている. 本講演で
は, 一般次元のダイアモンド格子のエネルギー関数を Kitaevモデルを拡張することで求める. ま
た, このモデルの一般次元ダイアモンド格子のエネルギー関数が tight-binding モデルのエネル
ギー関数の値と一致することを示す.
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図 1 ハニカム格子と対応するパウリ作用素

図 2 ハニカム格子のエネルギー関数

2 準備の定理・定義
2.1 d-次元ダイアモンド格子
我々は d-次元ダイアモンドを以下のように定義する. この定義は T. Sunada [8](と T. O’Keeffe

[6]) による. また d-次元ダイアモンド格子を ∆d と記述する. まず, Rd+1 の標準基底 {ei}1≤i≤d+1

とする.

W = {
d+1∑
i=1

yiei ∈ Rd+1 |
d+1∑
i=1

yi = 0, yi ∈ R}.



とする.

このとき d次元空間における A型ルート格子 Ad を以下のように定義する.

Ad = {
d∑

i=1

niαi ∈W | αi = ei − ed+1, ni ∈ Z}. (1)

また Ad を p = 1
d+1

∑d
i=1 αi だけ平行移動させた集合を Ad + p とし以下のように定義する.

Ad + p = {p+
d∑

i=1

niαi ∈W | αi = ei − ed+1, ni ∈ Z, p =
1

d+ 1

d∑
i=1

αi}.

このとき, d-次元ダイアモンド格子 ∆d は以下のように定義される.

Definition 1. ∆d は,(1)(2)を満たす空間グラフとして定義される.

(1)∆d の頂点の集合 V (∆d) = Ad ∪ (Ad + p)である.

(2)∆d の辺の集合 E(∆d) は a′ ∈ Ad と a′ − p ∈ Ad + p で結ばれた線分, または a′ ∈ Ad と
a′ + αi − p ∈ Ad + p, (1 ≤ i ≤ d)で結ばれた線分の集合である.

ΓAd
は任意の x ∈ Rd に対して, tαi

(x) = αi + xとなる並行移動 tαi
, (1 ≤ i ≤ d)から生成される

群である.

2.2 生成・消滅演算子
以下を反交換関係 {}を満たす生成演算子 ai, 消滅演算子 a†i , b (1 ≤ i ≤ ⌊k

2 ⌋)を考える.

{ai, aj} = {a†i , a
†
j} = {aj , b} = {a†j , b} = 0, {ai, a†j} = δij , {b, b} = 2. (2)

2.3 空間 M̃

ベクトル空間 V を基底 |0⟩と |1⟩, Cを係数で持つものとする.

ここで空間M を以下のように定義する.

Definition 2.

M̃ =

{⊗d
V dが偶数⊗d−1
V d が奇数 .

Definition 3. ∆d の各頂点 v ∈ V (∆d)ごとに M̃ ∼= M̃v となるような空間 M̃v とする. 以下のよ
うな空間を定義することができる. ⊗

v∈V (∆d)

M̃v.

2.4 基本グラフ
∆d は ΓAd

の作用で不変である. ある写像 pで ∆d によって普遍アーベル被覆されるグラフを ∆d

の基本グラフと言う. このとき商空間 ∆d/ΓAd
は ∆d の基本グラフとなることが T. Sunada [8] 8.3



example (ii)より知られている (図 3). ここで, ∆d/ΓAd
を X0 と書く.

図 3 d-次元ダイアモンドの基本グラフ

p : ∆d → X0

このとき, 各 v ∈ V (∆d)の辺と X0 の辺は一対一対応している.

また, E(X0)を X0 の辺の集合とする. 各 e ∈ E(X0)に対して Pe を p−1(e)からなる辺の集合と
する
このとき, ℓを以下のようなラベル付けとする

ℓ : E(X0) → Z
ℓ(ei) = i+ 1, ei ∈ E(X0), (0 ≤ i ≤ d)

このとき, ∆d の各頂点 v ∈ V (∆d) ごとに定まるスピンの方向とは, ある v′ ∈ V (∆d) が存在し,

(v, v′) ∈ E(∆d)となるとき, ℓ(p((v, v′)))のことである.

2.5 Majorana作用素
もし dが偶数ならば, Majorana作用素を生成演算子 ai, 消滅演算子 a†i , (1 ≤ i ≤ d

2 + 1)を用いて
以下のように定義する {

c2i−1 = ai + a†i
c2i =

1√
−1

(ai − a†i ).
.

このとき, ci は空間
⊗d

V に作用する. もし dが奇数ならば, Majorana作用素を生成演算子 ai, 消
滅演算子 a†i , (1 ≤ i ≤ d−1

2 + 1)と bを用いて以下のように定義する
c2i−1 = ai + a†i
c2i =

1√
−1

(ai − a†i )

cd+2 = b

.

このとき, ci は空間
⊗d−1

V に作用する.

Majorana作用素 c1 から cd+1 は X0 の各辺に対応し, cd+2 は X0 の頂点に対応する (図 4).



図 4 d-次元ダイアモンドの基本グラフとMajorana作用素の対応

2.6 ハミルトニアンの構成
ハミルトニアンを構成する. 次にスピンの作用素を σk =

√
−1ckcd+2 で構成する. また, 各頂

点 v ∈ V (∆d) ごとに作用素 cvk, (1 ≤ k ≤ d + 2) を定義する. cvk, (1 ≤ k ≤ d + 2) は M̃v のみ
に作用する作用素 σk =

√
−1ckcd+2 とする. よって各 v ∈ V (∆d) ごとに M̃v に作用する作用素

σk
v =

√
−1cvkc

v
d+2 を構成できる. これらのことを用いて, ハミルトニアンを以下のように定義する.

Definition 4.

H = −
∑

e∈E(X0)

∑
(v,v′)∈Pe(∆d)

Jℓ(e)σ
ℓ(e)
v σ

ℓ(e)
v′

ここで, 改めて

ûv,v′ =
√
−1cvαv,v′ c

v′

αv,v′

とする. ここで cvαv,v′ は Majorana 作用素, αv,v′ ∈ ℓ(E(X0))はスピンの方向である.

ここでハミルトニアン H を以下のように書き直す.

H̃ =

√
−1

4

∑
v,v′∈V (∆d)

Âv,v′cvcv′

このとき

Âv,v′ =

{
2Jℓ(e)ûv,v′ ((v, v′) ∈ Pe)

0 (そのほか)

ここでの cv と cv′ は それそれ Majorana 作用素 cvd+2 と cv
′

d+2 , v, v′ ∈ V (∆d)となる.



空間 M̃ の作用する作用素 D を以下のように定義する.

D = (
√
−1)d−1

d+1∏
i=1

√
−1cicd+2.

このとき, D は以下のように書き直すこともできる. また, D の M̃ の固有値は ±1 である.⊗
v∈V (∆d)

M̃v への D への作用を以下のように定義する.

D(
⊗

v∈V (∆d)

uv) = (
⊗

v∈V (∆d)

Duv).

このことから

M ′(∆d) = {u ∈
⊗

v∈V (∆d)

M̃v | Du = u}.

となる空間を構成できる.

ここで H と D は可換である. よって, M’(∆d)は H の作用で不変である.

3 主定理
3.1 離散フーリエ変換
ti の x ∈ Rd への作用素を ti · x = x+Nei とする. このとき, ΓN を以下のように定義する.

ΓN = {tm1
1 · · · tmd

d | m1, · · · ,md ∈ N}.

ここで十分大きな整数 N > 0でハミルトニアン H は ti の作用で不変となるものを用意する. H の
固有値問題が最小となる場合を考える. このとき, uv,v′ = 1となる. よって基底状態エネルギーの最
小状態を任意の uv,v′ が 1となるときのものとする. これは物理の議論で E. H. Lieb[5]から得られる
結果であるが, 本研究では仮定とする.

3.2 主定理
上記の条件を考える. この条件のもとで以下の定理が成り立つ.

Theorem 1. ∆d のM ′(∆d)での Kitaevモデルのエネルギー関数 (ハミルトニアンの固有値)を以
下のように得ることができる. ここで, Kitaev モデルのエネルギー関数 (ハミルトニアンの固有値)

が最小になる場合を考える. これは,

E(qk) = ±2|J1 +
d∑

i=1

Ji+1e
√
−1(qk,αi)|

このとき, qk =
∑d

i=1
ki

N bi, ki ∈ {0, · · · , N − 1} ,(αj , bi) = 2πδji, αj は Ad の Z 基底である.

H の固有関数を qk の関数としてみなしたとき, この関数は周期境界条件を持つとする. ここ
で, ûv,v′ の固有値を uv,v′ = ±1 で定義する. 今回は基底状態エネルギーの最小状態を考えるため
uv,v′ = 1となる.



ΓAd
に対する基本領域で隣接している 2つの頂点を含み, それ以外の頂点を含まないものをを unit

cellと呼ぶ. ここで, v を (s, λ) と v′ を (t, µ) 書き直す. このとき s は unit cell 中の v の位置, λ は
Rd における unit cell の位置を指定している . よって v を定めるごとに (s, λ)の組み合わせを dパ
ターン構成することができる. ここでハミルトニアン H は以下のように書き直すことができる.

H =

√
−1

4

∑
(s,λ),(t,µ)∈V (∆d)

Asλ,tµcsλctµ

このとき

Asλ,tµ =

{
2Jℓ(e) ((sλ, tµ) ∈ Pe)

0 (そのほか)
.

さらにこのハミルトニアン H は H̃u として以下のように書き直すことができる.

H̃u =
1

2

∑
q,λ,µ

Ãλ,µ(q)a−qλaqµ

ここで

Ãλ,µ(q) =
∑
s

A0λ,sµe
√
−1q·rs ,

aqλ =
∑
s

csλe
−
√
−1q·rs ,

である. rs は, unit cell における s のもう一つの頂点に対しての位置ベクトルを表している. また,

csλ =
∑

q e
√
−1q·rsaqλ である. 作用素 aq,λ and a†q,µ に対して

a†qλ = a−qλ,

{aqλ, a†q′µ} = δλµδq′q.

の反交換関係が成り立つ. このことから H は 2× 2行列 √
−1Ã(q)を得ることができる.

√
−1Ã(q) =

(
O

√
−1f(q)

−
√
−1f(q)∗ O

)
であり f(q) = 2

∑d
i=0 Ji+1e

√
−1q·bi である. この行列の固有値がハミルトニアン H の固有値となる

ため ξ(q) = ±|f(q)|である. これは改めて

ξ(qk) = ±2|
d∑

i=0

Ji+1e
√
−1qk·αi |

ここで

qk · αj =
2π

N
kj (j ≥ 1).

である.



4 tight-binding-modelとの関係
∆d におけるシュレディンガー方程式の近似モデルである tight-binding-model を考える. シュレ

ディンガー方程式は以下で記述される
Ĥψ = Eψ.

このとき

Ĥ = − ℏ2

2m
∆+ V (x)

である. また, L2(Rd)で H は不変である.

このとき 一般的な Bloch の定理 が F. Bloch [1], P. Kuchment[4] Lemma 5.2, Definition 5.3,

Theorem 5.5より以下のように成り立つ.

Theorem 2 (Bloch Theorem). ポテンシャル V (x)が格子群 Γの作用で不変であるとする. この
ときシュレディンガー方程式の解は次のような性質を満たす. ψ(x) = e

√
−1q·xu(x) このとき, u(x)

は Γの作用で不変である.

以下 tight-binding-modelを構成する (C. Kittel[3]). 格子の頂点集合を V とする. V は Γの作用
で不変である. 頂点 v における基底となる関数 ψv とする . ⟨ψv|ψv′⟩ =

∫
Rd ψvψv′dx = δv,v′ が成り

立つと仮定する. またシュレディンガー方程式の解が ψv を基底とする線形な式で書けるする

ψ =
∑
v∈V

Cvψv.

このとき,

ψv(x) =
∑
r∈V

e
√
−1q·ruv(x− r).

まは hv,v′ を以下のように定義する

hv,v′ =

∫
Rd

ψv
∗Ĥψv′dx.

hv,v′ が以下を満たすと仮定する.

hv,v′ =


0 (v = v′)∑

r∈V tv,v′e
√
−1q·r ((v, v′) : nearest neighbours)

0 (そのほか)

.

このとき tv,v′ = t∗v′,v. この手法は M. Tsuchiizu[9] の K4 格子の基本グラフを用いたエネルギー関
数の計算手法をもとにしている.

Theorem 3. ∆d における tight-binding-modelは以下のようになる.

E(q) = ±|t1 +
d∑

i=1

ti+1e
√
−1q·αi |

このとき, vから v′ へのベクトルまたは, v′ から vへのベクトルが bi のとき tv,v′ = ti+1 としている.



定理 1 と定理 3より, 2Ji を ti と置き換えれば , ∆d の tight-binding- modelと ∆d の Kitaevモ
デルによる一般化によって得られる固有値は等しいことがわかる.
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